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Historia da Matematica-
Arquimedes

Triangulo de Pascal e restos

Prémio Nobel da matematicar

Arquimedes é considerado um dos maiores cientistas da
Antiguidade Classica. Foi fisico, matematico e inventor.
Vejamos algumas das suas principais invencoes:

Problemas em aberto

L. » 0 Parafuso de Arquimedes - consiste num dispositivo em
O infinito espiral para elevar agua; é uma espécie de mola espiral,
ajustada dentro de um cilindro, que, ao girar, faz com que
a agua va subindo no cilindro.
Curio sidades « apedido do rei, na iminéncia de uma batalha, criou varias
maquinas para defesa da sua Patria:
Desafios L.um sister.na para mover’ uma monumental embafcagio
grega (trirreme) e lanca-la ao mar: a embarcacao era
movida por um sistema de roldanas de grande
A Estatistica e o Ambiente capacidade, que estavam ligadas a embarcacdo por meio
de cabos;
2. um tentaculo mecanico, munido de pingas gigantescas
Noticias que esfacelavam as embarcacoes mais proximas.
3. catapultas capazes de atirar rochas a longas distancias
- atingindo as embarcag¢oes inimigas.
Sugestoes 4.enormes espelhos concavos feitos de metal polido que
dirigiam os raios solares sobre as velas dos mnavios
Resolucgoes dos desafios da inimigos, ateando-lhes fogo.
0 o= . Em Siracusa, cidade grega onde vivia, o povo estava tao
edicao anterior e . :
seguro de que as maquinas de Arquimedes defenderiam a
cidade que ficaram alheios a amea¢a romana. Mas nao ha
bem que sempre dure...

Colaboradores permanentes:
Adelaide Cosme, José Fonseca e Paula Freitas.

Para saberes mais, consulta, por exemplo:
01 https://www.ebiografia.com/arquimedes/ +MAT | EDICAO 03



+HISTORIA ARQUIMEDES (287 - 212 A. C..)

Quem foi Arquimedes?

Arquimedes nasceu em Siracusa, na Sicilia, e foi notavel em varias areas do saber. Utilizando as suas
proprias palavras numa carta a Eratéstenes, foi "um sabio zeloso, um filésofo distinto e um grande
admirador das investigacoes matematicas". Foi um dos nomes mais brilhantes na Histoéria das Matematicas
e, sem duvida, o primeiro de toda a antiguidade. Muito novo, foi para Alexandria para seguir as licoes de
Euclides, tendo voltado mais tarde a sua cidade natal.

Dedicou toda a sua vida a investigacao com o objetivo de fazer progredir as Matematicas puras e aplicadas.
As suas areas de interesse foram muito variadas; da Geometria plana e so6lida a Aritmética, da Mecanica a
Hidrostatica e a Astronomia, notabilizou-se em todas elas.

Acerca de Arquimedes fisico e engenheiro, ja demos conta na pagina 1 deste jornal, apresentando algumas
das sua invencoes.

Quanto a Arquimedes matematico, comecamos por referir que os seus conhecimentos geométricos eram
de facto admiraveis, para a época. Os seus trabalhos sobre determinacdes infinitesimais, com o emprego
rigoroso do método da exaustdo, abriram caminho ao trabalho de Leibniz e Newton permitindo-lhes
fundar o Calculo diferencial e integral no Séc. XVIL

. . . [N - G
0 quociente entre o comprimento do seu perimetro e o do seu didmetro é a

constante. Esta constante universal de todos os circulos é o nGmero pi. i/ '

Como vimos na edi¢do anterior, s6 muitos séculos mais tarde se viria a
conhecer um "numero razoavel" de digitos do pi. No entanto, Arquimedes c, G

Arquimedes descobriu que, em todos os circulos, sejam grandes ou pequenos, n 2

usou-o com precisao, ao entendé-lo como uma razao constante! dy  ds -

A obra mais conhecida de Arquimedes ¢ " A Medida do circulo".

Em trés teoremas, Arquimedes demonstra, por exaustdo, que "a
superficie do circulo € igual a superficie do triangulo retangulo cujos
catetos sdo a periferia c e o raio r da circunferéncia do mesmo circulo". |_|r
De facto,

, LT XT =
TXre= —————
2
Constatamos, com espanto, que os calculos feitos por Arquimedes pressupunham o conhecimento do

calculo de valores aproximados das raizes quadradas dos nimeros e de senos de angulos...

Mas, de todos os seus trabalhos, aquele que Arquimedes considerou o mais belo foi "O tratado da Esfera e
do Cilindro". Nesta obra, descobriu e demonstrou varios resultados dignos de nota, como por exemplo:

 aarea da esfera € igual a de quatro circulos maximos do mesmo diametro;

« aarea da esfera é também igual a 2/3 da area do cilindro circunscrito (com altura e diametro iguais ao
diametro da esfera);

« o volume da esfera € igual a 2/3 do volume do cilindro circunscrito;

» "o volume da esfera de raio r é 4 vezes o volume do cone com didmetro da base 2r e altura r".

O seu fascinio pelas relagoes entre as superficies e os volumes da esfera e do '--.
cilindro era tao grande que, a seu pedido, foi gravado no seu timulo uma
esfera inscrita num cilindro.

Para saberes mais, podes consultar o livro: L-A

Historia das Matematicas na Antiguidade, Vasconcellos, Fernando A. L, Ludus
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TRIANGULO DE PASCAL E RESTOS

Na edicdo anterior, lancamos o desafio de pintares o triAngulo de Pascal de acordo com os restos da divisao
dos seus elementos por 4 e também por 5. Diz-se que se trata de uma divisao moédulo 4 ou modulo 5,
respetivamente.

Em cada um dos casos, o que te propusemos foi que escolhesses uma cor diferente para cada um dos restos.
Mas poderiamos produzir alteracdes a regra. Por exemplo, poderias pintar o resto zero com uma cor e
todos os outros com outra!

Vamos analisar agora os dois casos que foram propostos.

Triangulo de Pascal pintado com 4 cores Resto®

Resto 1

Resto 2

Resto 3

Nota que:

« a soma de dois numeros divisiveis por 4 é
divisivel por 4 ( resto O+ resto 0= resto 0);

« a soma de um numero divisivel por 4 com
outro qualquer com resto k é um numero
com resto k. Assim, a cor verde é "neutra,
isto €, o resultado tera a cor do outro namero;

« por exemplo, a soma de dois nimeros que
tenham resto 3 da um nimero cujo resto sera
2 (8+83=6->6-4=9);

. etc.

Triangulo de Pascal pintado com 5 cores
Resto 0

Resto 1

Resto 2

Resto 3
Nota que:

Resto 4

00 ed

« a soma de dois numeros divisiveis por 5 é um
numero divisivel por 5 ( resto O+ resto 0= resto 0);

« a soma de um numero divisivel por 5 com outro
qualquer que dé resto k € um nimero com resto k.

Assim, a cor azul turquesa é "neutra’, isto €, o
resultado tera a cor do outro numero;

« a soma de dois nameros que tenham resto 3 da um
namero cujo resto seral (3+3 =6 ->6 -5 = 1)
verde com verde da azul escuro;

« verde com laranja da cor de rosa porque 3 + 4 =7,
logo o resto sera 2 (7-5=2);

. etc.
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ONDE ESTA O PREMIO NOBEL DA MATEMATICA?

E o Prémio Nobel da Matematica vai para...”

Quem pensa ter ja ouvido este anuncio varias vezes esta absolutamente equivocado. Alfred Nobel

Quando, em 1895, Alfred Nobel (1833-1896) assinou o seu ultimo testamento, instituiu que uma grande parte
da sua imensa fortuna se destinaria a atribuicdo de prémios a quem, “no ano precedente, tenha prestado um

contributo valioso a humanidade”.

Nobel especificou as areas a distinguir com o prémio, de periodicidade anual,
sendo o valor dividido em cinco partes iguais, cabendo trés partes a quem fizesse a
descoberta, desenvolvimento ou invencao mais relevante no campo da Fisica, no
campo da Quimica e no campo da Fisiologia ou da Medicina; uma parte para a
pessoa que, no campo da Literatura, produzisse a obra mais extraordinaria e com
um propoésito idealista; e uma parte para a pessoa que mais tivesse contribuido
para a aproximacao entre nacdes, a reducao de armamento e a promog¢ao da paz.
Estavam criados os Prémios Nobel da Fisica, da Quimica, da Medicina, da
i Literatura e da Paz [1].

A leitura do testamento causou generalizada polémica, a ponto de os primeiros prémios terem sido
atribuidos apenas cinco anos mais tarde, em 1901. Mas suscitou sobretudo profunda consternacao entre os
académicos matematicos, por verificarem que a sua area nio era contemplada. E inegavel que Nobel tinha
um profundo interesse pelas areas que elegeu. O que parece despertar estranheza € o facto de ter excluido a
Matematica dos prémios. As razdes para esta “omissdo” permanecem até hoje desconhecidas, e as
justificagdes avancadas sao apenas deducoes, resvalando até para o dominio da especulacao.

Aquela que tem fomentado maior curiosidade junto do publico respeita a hostilidade entre Nobel e o mais
famoso matematico sueco da sua época, Magnus Gosta Mittag-Leffler, por alegadamente ter mantido uma
relacdo amorosa com a amante de Nobel, a austriaca Sophie Hess. Ainda que entre os dois homens tenham
ocorrido atritos, como afirmou posteriormente Mittag-Leffler, ndo é garantido que Mittag-Leffler tenha
chegado a conhecer Sophie Hess.

Assim, a existir uma retaliacdo por parte de Nobel ao excluir a Matematica dos prémios, /\92/\
essa dever-se-ia a razdes de ordem pessoal e/ou profissional e nao a rivalidades

amorosas. A hipotese sentimental afigura-se, portanto, pouco plausivel, pelo que o
enigma se mantém.

As razoes para a nao existéncia de um Prémio Nobel da Matematica poderdo até ser mais
simples do que se tem querido supor: talvez Alfred Nobel tenha desejado premiar
invengoes praticas, com impacto direto na vida das pessoas, e a Matematica afigurava-se-
-lhe demasiado teorica; talvez Alfred Nobel entendesse que a teorizagcdo matematica ja
estava contemplada nas descobertas das restantes ciéncias; talvez Nobel nio tivesse um
entusiasmo concreto pela Matematica, embora reconhecesse a sua aplicabilidade; talvez 7 :
Nobel se tenha, simplesmente, esquecido de incluir a Matematica no seu testamento... ‘

O certo é que o mundo académico reconhece a importancia e o estimulo intelectual
que um prémio desta envergadura confere. Por isso, foi instituida em 1932 a Medalha
Fields, que recompensa, de quatro em quatro anos, dois, trés ou quatro matematicos
com idade inferior a 40 anos, e o Prémio Abel, em homenagem ao matematico
noruegués Niels Henrik Abel, de frequéncia anual e estabelecido pelo governo da
Noruega em 2002, no valor de 7,5 milhoes de coroas norueguesas (cerca de 650 000
euros).

Niels H. Abel Como se vé, ha cada vez mais razoes para investirmos na Matematica!

Professora Isabel Gaspar
[1] Em 1968, o Sveriges Riksbank (Banco Central Sueco) estabeleceu o Prémio das Ciéncias Econémicas em Memoria de Alfred Nobel, com base no donativo
recebido da Fundacdo Nobel, nesse ano, por ocasiao do tricentenario da criagao do banco.
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PROBLEMAS EM ABERTO

Para além dos resultados matematicos notaveis que vao surgindo, existem alguns problemas que
permanecem em aberto, sem solugao.

No ano 2000, o Instituto Clay de Matematicas de Massachusetts (EUA) elegeu sete destes problemas e
instituiu um prémio de 1 milhdo de dolares para a resolucdo de cada um deles. Estes problemas ficaram
conhecidos pelos problemas do milénio. Até a data, apenas um deles foi resolvido, em 2003: "A conjetura
de Poincaré". No entanto, 0 matematico russo que o solucionou, Grigori Perelman, prescindiu deste prémio
milionario. Por este feito notavel, foi-lhe, ainda, atribuida a medalha Fields, que também recusou.

Para saberes mais sobre este assunto, podes consultar:
https://matematicasimplificada.com/problemas-do-milenio/

Apresentamos-te, em seguida, um problema aparentemente muito simples, mas que ainda ninguém
conseguiu demonstrar, desde ha quase 100 anos...

A CONJETURA (HIPOTESE) DE COLLATZ

O problema que te apresentamos foi inventado em 1937 pelo matematico alemao Lothar Collatz (1910 —
1990) e tem na sua base apenas duas regras:

Escolha-se um namero natural qualquer N (1, 2, 3, ...)

e Se o namero N for par, divida-se por 2 —> N/2
« Se o namero N for impar, multiplique-se por 3 e adicione-se 1 —> 3N + 1

Repita-se o procedimento com o nimero obtido, e 0 mesmo com o seguinte, e assim sucessivamente.

A Conjectura de Collatz afirma que, fazendo estas operacoes, qualquer nimero termina no 1 e, a partir
dai, entra no ciclo 1--> 4 --> 2 -->1.

Por exemplo, se utilizarmos o nimero N = 17, ele evoluira da seguinte maneira:
17 (impar)--> 52 (par) --> 26 (par)-->138--> 40 -->20-->10 -->5-->16 -->8 -->4-->2 -->1-->4 --> 2 --> 1...
Chegamos ao numero 1, e, dai em diante, os nameros que se obtém sao 1, 4, 2, 1 para sempre!

Desafio: Repete o procedimento com outros nimeros a tua escolha e testa a hipotese de Collatz.

Este € o tipo de problema que se presta a ser estudado por computadores, que nos permitem verificar que
a hipotese é verdadeira para nimeros com uma ordem de grandeza ja muito consideravel. Contudo, esta
conjetura podera ser falsa para algum nimero superior! Por isso, o problema continua por demonstrar!
Parece facil, ndo é? De facto, muitos foram os cientistas que passaram anos, décadas, a tentar resolvé-lo.
Inutilmente, até hoje!

Durante a guerra fria, até se dizia que o problema tinha sido inventado pelos soviéticos para atrasar a
ciéncia nos EUA...

Ha quem diga que a Matematica ainda ndo esta pronta para solucionar problemas destes!
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O INFINITO

Vamos repensar o infinito...

O conjunto dos numeros naturais € infinito. Que
outros conjuntos conheces com o mesmo ndmero
de elementos do conjunto dos naturais? Pensemos
em partes deste conjunto: os nimeros impares, 0s
numeros pares, os multiplos de 3, os multiplos de
outro ndamero natural, os nameros primos.... Terao
todos o mesmo numero de elementos? Vejamos!
Comecemos por perceber como fazemos uma
contagem basica. Contamos pelos dedos da mao ou
por “associacao’:

A e B tém o mesmo numero de elementos (4). O seu
cardinal € 4.

Recorda que o Cardinal de um conjunto é o namero
de elementos desse conjunto.

Por este processo, contamos os objetos do nosso dia
a dia. Com conjuntos maiores, naturalmente que a
nossa abstracdo da a ajuda necessaria. Mas os
conjuntos do nosso dia a dia tém todos um numero
finito de elementos. Mesmo o numero de graos de
areia da praia onde fomos a Gltima vez ou o nimero
de graos de areia de todas as praias do nosso planeta
sao em numero finito.

No estudo da Matematica, o primeiro conjunto
infinito com que contactamos ¢ o dos numeros
naturais, o conjunto IN. Este conjunto diz-se
numeravel; dizemos que o conjunto dos naturais
tem uma infinidade numeravel de elementos. Mas
existem muitos outros conjuntos numeraveis: o
conjunto dos numeros naturais pares, o dos
impares, o dos multiplos de 8 e muitos mais.
Vejamos um problema interessante que te mostra
de forma simples que assim é€.

Em 1925, o matematico alemio David Hilbert
apresentou o seguinte paradoxo:

06

O Hotel Infinito é um hotel
que tem um numero infinito
de quartos numerados com os
numeros naturais.

E esta cheio!

Eis que chegou um novo hoéspede! O gerente
arranjou uma maneira de o alojar! E até foi rapido.
Mas, nao estava cheio? Como resolveu o problema?
Logo depois deste, chegou um autocarro com 45
jovens matematicos e também foram todos
alojados. Como?

Para complicar o processo, chegou uma excursao
com uma infinidade numeravel de elementos. O
guia disse: chegou a excursao dos pares. Mais atras
vira a dos impares. E outras e muitas mais...

O gerente la conseguiu acomodar “Os pares®.
Como?!

No primeiro caso, o gerente fez uma ligacdo
telefénica para todos os quartos e pediu aos
hospedes que mudassem para o quarto ao lado: o
héspede do quarto 1 passou para o 2, o do 2 para o
3, e assim sucessivamente. E deu o quarto com o
numero 1 ao novo hoéspede, ja que esse quarto ficara

livre. Simples, hem?

No segundo caso, que é semelhante ao primeiro e a
qualquer outro em que o numero de novos
héspedes seja um namero finito, o gerente mandou
avancar esse numero de quartos: o hoéspede do
quarto 1 passou para o 46, o do 2 para o 47, e assim
sucessivamente. E deu os primeiros 45 quartos aos
excursionistas.

No ultimo caso, esta técnica nao funciona porque o
hotel tem um numero infinito de quartos, logo nao
é possivel avancar “todos” os quartos. Mas o gerente,
perspicaz, rapidamente resolveu o problema e
acomodou todos os hospedes. Pediu aos hospedes
que mudassem de quarto da seguinte forma: o
hospede do quarto 1 passou para o quarto 2, o do 2
para o 4, o do 3 para o 6, e assim sucessivamente,
cada um deles passou para o quarto com namero
igual ao dobro do seu. Ficaram livres os quartos 1, 3,
5, .. etc.,, ou seja, todos os quartos com numero
impar. O gerente deu esses quartos a cada um dos
novos hoéspedes, acomodando-os a todos.

O hotel continuou cheio, mas com capacidade para

muitos mais héospedes...
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O que vemos €é que juntando um elemento,
quarenta e cinco ou qualquer outro numero de
elementos ao conjunto IN, ele mantém o numero
de elementos. Concluimos também que ha tantos
numeros pares Como numeros naturais: repara que
se estabeleceu uma correspondéncia biunivoca
entre os ndmeros naturais € os nameros pares (0s
hospedes que inicialmente preenchiam todos os
quartos dos numeros naturais, passaram a
preencher todos os quartos com numeros pares), o
que nos permite concluir que estes dois conjuntos
ttm o mesmo numero de elementos: ha tantos
numeros pares como numeros naturais. Por um
raciocinio analogo podemos concluir que qualquer
subconjunto infinito de IN tem o mesmo numero
de elementos de IN.

A parte tem o mesmo numero de elementos do
todo! Alias, esta é a caracteristica de qualquer
conjunto infinito.

De forma simples se prova, também, que o nimero
de elementos do conjunto dos nimeros inteiros é
igual ao namero de elementos do conjunto IN.
Recorda que o conjunto dos numeros inteiros €
composto pelos inteiros positivos, 0s inteiros
negativos e o 0. Para justificarmos esta afirmacao,
basta pensar numa “regra’” que os faca
corresponder, de forma biunivoca, ao conjunto IN.
Essa correspondéncia podera ser a seguinte, que se
apresenta na tabela: aos naturais com o zero
fazemos corresponder os nameros naturais
impares e aos inteiros negativos, os numeros
naturais pares.

Z |0 1 2 3 4 -1 -2 -3 -4

M o[1 3 5 7 9 2 4 6 8

De igual modo provamos que a unido de dois
conjuntos numeraveis ainda € numeravel.

De forma ja mais elaborada se prova que o conjunto
dos racionais também ¢ numeravel (ficara para a
proxima edigdo).

O cardinal dos conjuntos numeraveis ¢ M. Lé-se
[13 ”»”

alefe zero”.

Mas estes conjuntos sio 0s mais pequenos porque
ha conjuntos infinitos “maiores”!

N € o0 menor numero (cardinal) infinito
0
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O conjunto dos numeros reais tem mais
elementos! O seu cardinal é muito maior do que
o dos naturais. No entanto, é s6 o segundo na
escala dos nimeros infinitos...

O cardinal de IR € representado por N,
(1é-se " alefe um").

Este numero éigual a 2% Assim, = 2%,

Nota: Na teoria de conjuntos, os numeros Aleph
sdo uma sequéncia de nuameros usados para
representar os cardinais (ou tamanho) de
conjuntos infinitos. O simbolo que é usado para
os nomear € a primeira letra do alfabeto hebraico
aleph (N).

Vejamos, agora, qual é o cardinal do conjunto dos
numeros irracionais.

Uma vez que esta contido nos reais, nao pode ter
maior numero de elementos do que este, logo é
numeravel ou tem o nimero de elementos de IR.

Irracionans

Ora, numeravel ndo pode ser porque, se assim
fosse, a sua unido com os racionais seria um
conjunto numeravel, o que € falso, visto que IR nao
é numeravel.

Concluimos, assim, que o conjunto dos numeros
irracionais tem o mesmo numero de elementos do
que o conjunto dos ndmeros reais.

Ha tantos irracionais como reais!

Mais uma curiosidade: prova-se que ha tantos

numeros reais no intervalo [0,1], ou noutro

intervalo qualquer, como em todo o conjunto IR!
No, thanks.

If I lie down,
we never finish

L

E vamos prosseguir com mais um conjunto

infinito: o dos nimeros primos!
+MAT | EDICAO 03
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OS NUMEROS PRIMOS SAO EM NUMERO INFINITO

Como sabes,
um numero primo é um namero natural, diferente de 1, que é divisivel apenas por 1 e por si proprio.
Podemos desde logo concluir que:
e 0 Unico numero par que € primo € o 2 (todos os outros nimeros pares sao divisiveis por 2);
« paraalém do 2 e do 3, dois nimeros consecutivos nunca sao primos, dado que um deles é par.

Prova-se que ha um nimero infinito de nimeros primos, tal como afirmou e provou Euclides (300 a. C).
Na sua obra Elementos, Livro 9, Proposicao 20, pode ler-se:

“Os numeros primos sGo mais do que qualquer niumero grande atribuido aos nimeros primos.”

Facamos uma breve demonstracio desta propriedade:

Iniciamos com a constatagao de que esta propriedade é verdadeira ou falsa.

comecemos por supor que € falsa, ou seja, que ha um numero finito de nameros primos. Designemos,
entdo, o maior namero deste conjunto por N. Isto é, N sera o maior namero primo que existe.
Consideremos o namero natural P, que se obtém multiplicando todos os nameros primos existentes (em
numero finito, pela nossa hipotese) e adicionando uma unidade a esse valor:

P=2=x3x5x7Tx.xN+1

Continuando o nosso raciocinio, o namero P ndo podera ser primo, visto ser maior do que N.

Ora, n3o sendo primo, o nimero P tera de ser divisivel por algum numero primo (2, 3, 5, ..., N).
Consideremos que P é divisivel pelo namero primo % .

Consideremos, ainda, o numero Q que se obtém multiplicando os N nimeros primos.

Q=2%3X5XTX..XN

Este nimero também é divisivel por k, logicamente. E se fizermos a diferenca entre P e Q, obtemos um
numero igualmente divisivel por k.

Mas esta diferenca, P - Q, € igual a 1, o que nos leva a afirmacao de que 1 € divisivel por &, e portanto k=1.
No entanto, 1 ndo é um nimero primo, pelo que chegamos a uma impossibilidade, uma contradic¢ao, o que
nos permite concluir que P tera de ser primo!

Encontramos, assim, um nimero primo maior do que P, o que nos mostra que a nossa suposicao inicial, de
que existia 0 maior nimero primo, é falsa.

Conclusao, a propriedade é verdadeira: ha uma infinidade de nimeros primos.

Portanto: o nimero de nameros primos é infinito!

CURIOSIDADE:

« O maior numero primo que se conhece até hoje é » Historicamente, diz-se que foi o sacerdote e
2 elevado a (282 589 933 )- 1 e foi descoberto em matematico inglés John Wallis (1616-1703)
dezembro de 2018. Este nimero tem 24 862 048 quem usou o simbolo do infinito pela
algarismos. primeira vez na Matematica, em 1655.

e Pelo facto de este numero ser da forma 2-n-1,
diz-se um numero de Mersenne.

Falaremos novamente destes nimeros em préximas
edicoes do jornal.
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+ CURIOSIDADES

1) Multiplicacoes misteriosas I

« a igualdade 159 x 48 = 7632
algarismos 1,2, 3, ..., 9 uma so6 vez

utiliza os

« 16583742 x 9= 149 253 678 utiliza os algarismos
1,2, 8, ... , 9 uma s6 vez em cada membro da
igualdade.

Consegues encontrar outros produtos com esta
propriedade?

3) Tabuada do 9

Uma forma rapida para fazer a tabuada do 9, é
seguir os seguintes passos:

1° passo: no resultado comecar a enumerar
de 0-9 verticalmente, de cima para baixo;

2° passo: no resultado enumerar de O0-9,
novamente, verticalmente, mas agora de baixo
para cima:

Ox1=0 Qx1=09
9x2=1 9x2= 18
Sx3=2 ox3= 27
9x4=3 9x4= 36
95=4 9x5= 45
gx6=5 O%xb= 54
9x7= 6 9x7= 63
9x8=7 9x8= 72
0y9=8 9x9= 81
9x10= 9 9x10=90

Outra curiosidade nesta tabuada é que se
somarmos os algarismos de cada um dos
resultados obtemos sempre 9.

9x%1=9, ou seja, 9
9x2= 18, ou seja, 1+8=9

9x3= 27, ou seja, 2+7=9

9%10=90,0useja9+0=9
(Erica Carvalho, 10E)

09

2) Multiplica¢coes misteriosas 11

Se multiplicarmos o numero 12345679 por
qualquer multiplo de 9, entre 9 e 81, iremos obter
um nUumero curioso:

12345679 x 9 =111 111 111 e 9/9=1
12345679 x 18 = 222 222 222 e 18/9 =2
12345679 x 27 = 333 333 333 e 27/9 =38
12345679 x 81 =999 999999 e 81/9=9

(Afonso Gaspar, 10E)

4) Quadrados perfeitos

Sabias que Pitagoras conseguiu arranjar outra regra
para calcular os quadrados dos nameros naturais, ou
seja, os quadrados perfeitos, baseando-se na soma
de nimeros impares?

Exemplos:

O primeiro nimero impar € 1, entdo 17 = 1

Os primeiros dois nimeros impares sdo 1 e 3,

entio 22 =1+3

Os primeiros trés nimeros impares sdo 1,3 e 5,
entio3?* =1+3+5

Os primeiros quatro numeros impares sio 1 ,3,5e 7
entio4? =14+3+5+7

Se pretendéssemos, por exemplo, calcular 92, fariamos

92 =1+3+4+5+7+9+11+13+ 15+ 17
(Rita Sousa, 10F)

Copyright 2005 by Randy Glasbergen.  www.glasbergen.com

www . pensevestibular.com. br

2
tz _
15962328
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- GASBERGE
Num mundo cada vez mais complexo, por vezes,
velhas questoes exigem respostas mais complexas...
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+ CURIOSIDADES

5) Numeros perfeitos

Pensa num numero! Fatoriza-o e soma os seus divisores, excluindo o proprio numero (divisores
proprios). Se o valor que obtiveste for igual ao namero de que partiste, o namero diz-se perfeito.

Por exemplo, os divisores de 28, diferentes de 28, sao 1, 2, 4, 7 e 14.
A soma destes nameros € 28. Logo 28 é um numero perfeito.

O numero 10 € divisivel por 1, 2 e 5. A soma destes trés divisores € 8. Logo 10 nao é um numero perfeito.
Dado que 8 < 10, o numero 10 diz-se defetivo.

O numero 12 é um namero abundante porque a soma dos seus divisores, diferentes de 12, € maior do
que 12. Tem-se 1+2+3+4+6=16>12.

6) Nimeros amigos

Pensa em dois numeros! Fatoriza-os e soma os seus divisores proprios. Provavelmente nio vés nenhuma
caracteristica especial. E o usual!
Mas, ha casos em que a soma dos divisores de cada um deles € igual ao outro numero. Se isto se verificar,
os numeros dizem-se amigos.
Por exemplo, 220 e 284 sao numeros amigos e ¢ 0 menor par em que esta propriedade se verifica.
Esta descoberta € atribuida a Pitagoras (cerca de 400 a. C).
De facto, 220 e 284 sao nameros amigos:

« os divisores de 220, excluindo 220, sdo 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110.

A soma deles € igual a 284.
o 0s divisores de 284, excluindo 284, sdo 1, 2, 4, 71 e 142. A soma deles é 220.

Durante muito tempo, varios foram os matematicos que trabalharam esta propriedade. Mas foi apenas
em 1636 que o matematico francés Pierre de Fermat descobriu o segundo par de nimeros amigos (17 296
e 18 416). Mais tarde, o francés Descartes (1596- 1650) descobriu outro par: 9 363 584 e 9 437 056, e em
1750, o matematico suico Leonhard Euler, que adorava brincar com nimeros, encontrou outros 62 pares
de nimeros.

No entanto, o segundo par mais pequeno desta lista de nimeros (1 184 e 1 210), passou despercebido a
estes ilustres matematicos. E foi em 1866 que um jovem italiano de 16 anos, Nicolo Paganini, o descobriu!

Desafio: encontra os divisores deste par (1 184 e 1 210) e comprova esta propriedade.

7) Numero de divisores positivos de um namero

Quantos divisores tem o numero 220, por exemplo?
Comecamos por fatorizar 220 em fatores primos: obtemos 220 = 22 x5x 11
« Um divisor de 220 sera o produto de alguns dos fatores primos deste nimero: 24 x 58 x 11€
« Num divisor de 220, o fator 2 pode estar ou nao: logo A toma valores de O (ndo faz parte) a 2 (no
maximo, aparece duas vezes) -> 3 (A+1) possibilidades
« o fator 5 pode nao aparecer (B = 0) ou aparecer 1 vez (B = 1) -> 2 (B + 1) possibilidades
« o fator 11 pode nao aparecer (C = 0) ou aparecer 1 vez (C = 1) -> 2 (C + 1) possibilidades
Por exemplo, 4=2"x5"x11° e 10=2"x5'x11°

Assim, o namero de divisores, incluindo1 e 220,€é 3x2x2=12
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+DESAFIOS

1) As bodas de rubi '

Na celebracgao das suas bodas de rubi (40 anos de casados), Guilherme e Rute convidaram toda a familia
para uma festa. Pensando na sua longa vida juntos, Guilherme recordou como se enamorou da jovem
Rute, quando andavam os dois no colégio, havia muitos anos. Contemplando os seus filhos e as suas
familias, questionava-se se voltariam a estar todos juntos no aniversario das bodas de ouro.

Absorto nos seus pensamentos, deu-se conta que a diferenca entre o quadrado da sua idade e o quadrado
da idade da sua esposa Rute era exatamente igual ao quadrado do nimero dos seus filhos.

Que idade tinham Guilherme e Rute quando se casaram e quantos filhos tiveram?

(Atividades matematicas, Brian Bolt)

2) Em quantas partes dividem o plano varias retas?

Trés linhas retas dividem o plano, no maximo, em 7 regides, como
se pode perceber pela figura ao lado.

Completa a tabela seguinte, escrevendo em cada caso o nuimero
maximo de regides que se podem formar:

Nimero de 0 I ? 3 4 5 6 7
retas (n)

MNumero de 7

regides (r)

Continuando a sequéncia, sem desenhares as linhas, és capaz de dizer quantas regioes se formam no
maximo com a) 10 retas, b) 100 retas, c) n retas?
(Atividades matematicas, Brian Bolt)

3) Uma moeda a menos

Temos nove sacos com moedas. O primeiro tem 100 moedas, o segundo tem 200, o terceiro tem 300, e
assim sucessivamente até ao ultimo que tem 900 moedas. As moedas sao todas iguais e os sacos (vazios)
pesam todos o mesmo.
Um brincalh3do tirou uma moeda de um dos sacos. Queremos voltar a pd-la no sitio, s6 que nao sabemos
qual € o saco e contar todas as moedas da muito trabalho.
De repente, alguém diz: " E facil, bastam duas pesagens para descobrir o saco onde falta uma moeda."
Como sera isto possivel?

(José Paulo Viana, Desafios)

Se quiseres enviar a(s) tua(s) resolucao(oes), podes utilizar o endereco de email do jornal:
maismatjornal@gmail.com
Serao selecionadas para publicacao as melhores resolugoes.

Vé as resolucoes de todos os desafios na proxima edicao do jornal.
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+Estatistica e Ambiente

A desflorestacao e a sustentabilidade do Planeta

Porque sdo tao importantes as florestas?

As florestas tém um valor social, economico e ambiental substancial. Ajudam a proteger o solo da erosao,
participam no ciclo da agua, fornecem um habitat para diferentes espécies, contribuindo assim para a
biodiversidade, e ajudam a controlar o clima local. Elas representam 43% da cobertura terrestre da UE e
80% da biodiversidade terrestre encontra-se nas florestas.

As florestas saudaveis também sdao fundamentais na luta contra as alteracdes climaticas mundiais,
porque capturam diéxido de carbono da atmosfera e libertam oxigénio, contribuindo para que a vida se
mantenha — € por isso que lhes chamamos os pulmoes do mundo.

As florestas da Unido Europeia (UE) absorvem anualmente o equivalente a 8,9% do total das emissoes de
gases com efeito de estufa da UE.

As alteracoes climaticas e a perda de biodiversidade provocam secas, inundagdes e incéndios mais
intensos que conduzem a uma maior desflorestacdo e, por conseguinte, ao agravamento das alteragoes
climaticas.

No entanto, temos vindo a assistir a destrui¢ido de florestas para que a terra possa ser usada para outros
fins (desflorestacao), e os dados s3o alarmantes: entre 1990 e 2020, perderam-se 420 milhdes de hectares
de floresta devido a deflorestacdo - o que equivale a uma area do tamanho da UE, de acordo com a
Organizagao das Nagoes Unidas para Agricultura e Alimentacao (FAO).

A exploraciao madeireira ilegal continua a ser uma das principais causas da deflorestacao na UE e em todo
o mundo. Um exemplo disso é o que se passa na maior floresta do mundo, a Amazonia. Nas ultimas duas
décadas, a Amazonia perdeu 8% da sua area florestal, uma area equivalente a Espanha. S6 em 2022, a
Amazoénia brasileira perdeu 10.278 quilometros quadrados de cobertura vegetal e, infelizmente, esta
tendéncia ndo parece estar a diminuir.

Top 7 dos paises com maior perda percentual de cobertura arhérea *
(2001-2014 em relagio a Z000)

Ja o processo oposto tem lugar na UE, onde as florestas
aumentaram 10% entre 1990 e 2020. A excecao € Portugal
onde, a custa dos fogos, as florestas primarias estao em risco
de desaparecer.

Portugal é o quarto pais do mundo com maior M Buka  Namba  (S)  Maa  Beim angun
desflorestacdo  percentual e € responsavel pela

desflorestacdo de cerca de 7.200 metros quadrados por

ano.

(T

Existem atualmente 159 milhoes de hectares de area florestal na Unido Europeia, o que representa 43,5%
da superficie terrestre da UE. Esta cobertura da area florestal pode variar substancialmente de um Estado-
Membro para outro, desde os pouco mais de 10% em Malta aos cerca de 70% na Finlandia.

O que podemos fazer para ajudar a inverter esta tendéncia?

Temos de mudar habitos enraizados ha muito na nossa sociedade...

https://www.europarl.europa.eu/news/pt/headlines/society/20221019STO44561/as-causas-da-desflorestacao-e-a-resposta-da-ue ® ®
https://florestas.pt/conhecer/qual-a-relacao-entre-alteracoes-climaticas-e-florestas/ S
https://ecoxxi.abae.pt/our_news/portugal-e-o-quarto-pais-do-mundo-com-maior-desflorestacao/
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+Noticias

CAMPEONATO NACIONAL DE JOGOS MATEMATICOS

No dia 24 de margo realizou-se o 16. Campeonato Nacional de Jogos
Matematicos. A Escola Secundaria do nosso agrupamento participou com
os alunos Caterina Fezzi, do 11E, Dinis Santo, do 10E, e Rafael Frade, do
1B, nos jogos Produto, Atari Go e Dominorio, respetivamente. O aluno
Rafael Frade passou a segunda fase ficando em 8° lugar a nivel nacional.
Parabéns a todos os alunos, e em especial ao Rafael!

PMATE

No dia 26 de abril, a ESDS participou no concurso Xeqmat, provas de Matematica inseridas nas

Competicoes Nacionais de Ciéncia 2023 (PmatE), evento promovido pela Universidade de Aveiro. Os

resultados ficaram um pouco aquém das expetativas, no entanto esperamos que a iniciativa sirva de

motivacao a futuras participacoes.

DIA DA MATEMATICA

No dia 14 de marco, celebrou-se o Dia Internacional da Matematica e do Pi. Esta
data nao ficou esquecida: além da afixacao de um cartaz que fizemos para divulgar o
dia, decidimos, ainda, engalanar o magnifico atrio da ESDS com alguns algarismos
do Pi.

Por essa altura, também aproveitamos para dar a conhecer algumas mulheres que se
destacaram na Matematica.

Wl

CALCULDS EXPRESSAD MATEMATICA

13

Matemdtica

MATEMATICA PARA TODOS

14 de margo.

MATEMATICA, o b bt n Y,
i pARATODOS /Wi M .-‘i =[S

WomeN in

Também na Escola Basica José Saraiva o dia
foi assinalado com a realizacdo de algumas
atividades mais ladicas.
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+ Sugestoes

Quase a finalizar esta edicdo, deixamos-te algumas sugestoes de leituras e de filmes.
Os livros que propomos estiao ambos disponiveis na Biblioteca Municipal.
Os dois filmes sugeridos podem ser vistos e requisitados na Biblioteca da ESDS.

Envia-nos os teus comentarios.

Livros
PRAZER  MATEMATICA
Grupos
-
e Simetria
Umi gala para descobrir 2 matemsitica
Filmes

Por agora, € s6!

ALEJD ELENA SANTI  LLUIS (FEDERICD
SAURAS BALLESTEROS MILLAN HOMAR  LUPPI

SITGES 07

- NS
/
LA HABITACION pE FERMAT

Mas nao terminamos esta edicao sem antes apresentarmos as resolucoes dos desafios da edicao

anterior!

Desejando que tenhas gostado, esperamos pela tua colaboracao na proxima edicao!

14
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+RESOLUCOES
CURIOSIDADES NUMERICAS

1) “SNEAKY” (Extraido de : “Mathematics in School”)

Seja um nimero qualquer de dois algarismos, ab, por exemplo 95. Calcula a diferenca positiva entre os
quadrados dos seus algarismos. Se neste calculo o resultado for outro nimero de dois algarismos, repete-
se o processo. Se for um niumero de um algarismo, para-se.
Quando este ultimo algarismo for zero, entao obtenho um “sneaky”.
« Determina os sneakies existentes entre os numeros 10 e 99 . Resposta: 22
e Qual € o nimero que demora mais passos a chegar a zero — o mais sneaky? Resposta: € o 70 que precisa
de 4 etapas.

Passemos a explicacdo destes resultados.
Nesta resolucdo, comeg¢amos por construir a tabela com os nameros de 10 a 99, organizada em 9 linhas e
10 colunas. A medida que iamos fazendo os calculos, fomos assinalando os sneakys e os nio sneakys na
tabela. Por simplicidade da sua representacao, optamos por os colorir de cores diferentes.
Comecemos por observar que:
« se a=b, o namero € sneaky (visto que os quadrados dos algarismos sao iguais). Logo, sdo sneaky: 11, 22, ...,
99., o que nos da todos os numeros dessa diagonal.
« se ab for sneaky, entdo ba também o é. Podemos assinalar esses dois nimeros na tabela.
« nos calculos que efetuamos, passamos por resultados intermédios. Se o nimero em analise for sneaky,
todos esses numeros intermédios o sdo, também. Conclusao semelhante se tira, caso o niumero nao
seja sneaky.

Por exemplo, 15— 25-1= 24 — 16 - 4 = 12 = 4 - 1=3. Concluimos que 15 nao é sneaky e também nao o sao o 24
e 0 12. Podemos cortar esses dois niumeros na tabela (bem como o0 42 e 0 12).

Entao basta averiguar a condi¢do para a parte da tabela acima da diagonal (ou a de baixo) e os nameros da
coluna da esquerda: 10, 20, 30, ..., 90:

N | célculos Sneaky N&o Sneaky (*)

10[1-0=1 10

20[4-0-4 20 1011 |12 (13 14| 15|16 | 17| 18 | 19
30[9-0-0 30

40| 16— 0-16 > 36 —1 =35 225-9-16 = 35 = ... (ciclo) (*) 40, 16, 35 20121 22|23 124125262728 29
50 | 25-0=25 > 24-4=20 () 50, 25 30(31 (32|33 |34(35|36|37 (38|39
60 | 36— 0=136 = 36-0 =27 > 49 - 4=45 > 25-16=9 36, 27,45

70 | 49-0-49 > 81-16-65 »36-25-11 > 0 11, 65, 49, 70, 56, 94 40 | 41 |42 |43 |44 45 |46 |47 | 48 |49
80 54-3>36-16;20 — 5 80, 64, 50 (51 (52|53 |54 |55 (56|57 |58 |59
90 | 81— 0-81 > 64-1-63 = 36 -9-27 [* 81, 63

122103 1 60 |61 (62|63 |64 |65 (66|67 | 68|69
13|9-1-8 13 JO | 71 (72|73 |74 |75 (76 | 7|78 |79
14 | 16-1=15 225-1-24 3 16 -4 -12 (*) 14, 15,24

17 | 49-1-48 564-16= 48 = 64-16 =48 .. (ciclo) (*) 17,48 80|81 |82 (83|84|85|86 |87 88|89
19]81-1=80 (*) 19 90 (91 (92|93 |94 | 95|96 |97 |98 [ 99
23| 94=5 23

26 | 36-4=32(%) 26

28 | 64— 4-60(%) 28

20| 81-4=77 30 29,92

34| 16-9-7 34 . Numero Sneaky

37 [ 49-0=20 (%) 37

38| 64-9=5530 38, 83 . N

39 81-9=720%) = D Numero ndo Sneaky

47 | 49-4=45 (%) 47

57 [49-25=24(%) 57

58 | 64-25-39 (%) 58

59 [81-25-56236-2521120 59,95

67 | 49-36=13 (%) 67

68 | 64—36=28 (%) 68

69 | 81-36-45 (%)

78 | 64—-49-15 (%) 78

79 [81-49-32(%) 79

80| 81-64=17(*) 89
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+RESOLUCOES
Desafios

1) O caracol (Maria do Céu Faria)

1.° dia -> +2-1 = +] metro; em cada dia avanca 1 metro. Logo, no fim do 8.° dia ja subiu 8 metros.
No 9.°dia, ao subir os dois metros, atinge o topo (ja ndo escorrega..)

R: Ao fim de 9 dias o caracol chega ao cimo do muro

2) Contando conjuntos (OPM - 2023)
A Genoveva quer escolher um conjunto de trés niumeros inteiros diferentes, de 1 a 9, cujo produto seja
divisivel por 4 mas nao seja divisivel por 8.
« 0s 3 numeros nao podem ser todos impares (o produto seria impar)
» 0s trés numeros nao podem ser todos pares (o produto seria divisivel por 8)
Ha duas situagoes possiveis:
* 2 numeros impares e um par (o algarismo par tera de ser o 4):
{4,1,3},{4,1,5},{4,1,7},{4,1,9}, {4, 3, 5} , {4, 3,7} , {4, 3, 9}, {4, 5, 7} , {4, 5, 9}, {4, 7, 9},
« 2 numeros pares e um impar (nenhum dos pares pode ser divisivel por 4, logo terao de ser 2 e 6)
{2,6,1},1{2,6,38},1{2,6,5},{2,6,7},{2, 6, 9}.

R: A Genoveva pode escolher 15 conjuntos.

3) Numero de triangulos (adaptado de Atividades matematicas) N T .
Com os 9 pontos do tabuleiro, podemos fazer 76 tridngulos

E se o tabuleiro tiver 4 x 4 = 16 pontos serao 516 = 16C3 - 44 e o o
44 =10 (linhas, colunas e diagonais) x 4 + 4 (diagonais com 3 pontos)

Nota: 16C3=560 é o namero de conjuntos de 3 pontos que se podem formar de entre os 16. | e o

4) Moedas Falsas (I) (José Paulo Viana, Desafios)
Temos oito moedas rigorosamente iguais na sua aparéncia exterior. No entanto, uma delas € falsa e pesa
menos do que as outras sete. Fazendo apenas duas pesagens numa balanca de pratos, conseguimos
descobrir a moeda falsa do seguinte modo:
Pesam-se dois grupos de 3 moedas, deixando duas a parte:
« se os pratos equilibrarem, a moeda falsa esta no grupo das duas que nao foram pesadas. Pesam-se, entao,
essas moedas (2° pesagem), uma em cada prato: a mais leve € a que fica em cima.
« se os pratos nao equilibrarem, a moeda mais leve € uma das trés que estdo no prato que fica em cima.
Pesam-se duas delas, uma em cada prato (2° pesagem) e deixa-se uma de parte; se os pratos equilibrarem,
a moeda falsa é a que ficou por pesar; se os pratos nao equilibrarem, € a que esta no prato que fica em

cima.

5) Moedas Falsas (II) (José Paulo Viana, Desafios)

Temos 10 sacos com 10 moedas cada um. Num dos sacos s6 ha moedas falsas, com 9 gramas cada, e nos
outros nove s6 moedas verdadeiras, que pesam 10 gramas cada. Apenas com uma pesagem, podemos
descobrir qual é o saco das moedas falsas, pesando o seguinte grupo de moedas:

uma moeda do saco 1, duas moedas do saco 2, trés do saco 3, e assim sucessivamente, acabando com 10
moedas do saco 10, num total de 55 moedas.

Se o saco falso for o 3, por exemplo, o conjunto tem 8 moedas mais leves, pelo que pesara: 550-3=547g.

Assim, o namero do saco sera dado pela diferenca entre 550g e o peso do conjunto das moedas.
16 +MAT | EDIGAO 03



6) A Banca Francesa

No jogo de Casino "Banca Francesa", sao lancados trés dados ctiibicos equilibrados.
Neste jogo, o croupier (empregado do Casino) lanca 3 dados cubicos e equilibrados. Cada jogador tem trés
apostas a escolha:
« a Série Grande (a soma dos dados pode ser 14, 15 ou 16)
» a Série Pequena (a soma dos dados tera de ser 5, 6 ou 7)
e a Série dos Ases (a soma € 3).
N3ao saindo estes nameros, a jogada é considerada nula, sendo repetida.
Problema:
Das séries Grande e Pequena, qual tera maior probabilidade de ocorrer? Qual é a probabilidade de cada
uma delas?
A Série dos Ases € muito menos provavel, dai o prémio ser bastante mais elevado. Ainda assim, a razao

das probabilidades sera de 61 para 1?

Resolucao:

Lancando dois dados, as somas que podemos obter sdo todos os numeros inteiros entre 2 e 12. Uma vez
que, neste jogo, sao lancados 3 dados, temos de pensar na soma destes. Se a soma dos dois primeiros
acrescentarmos o valor do 3.° dado, constatamos que, no caso da Série Grande:

2 3 4 3 6

Para a soma dos trés dados ser 14, a soma dos dois primeiros
(6,6) | (6,6,2) | (6,6,3) | (6,6,4) . .
(6.5) 6.5.3)] (6.5.4) [6/5,5) valores podera ser:
(5.,6) (5,6,3) | (5,6,4) | (5,86, 5) 12 (12""2:14), 11 (11+3=14), 10 (10+4<=14<), 9 (9+5=14<) (]
(4, 6) (4,6,4)] (4,6,5) | (4,6,6)| 8 (8+6=14)
(5.5) (5,5,4) | (5,5,5) | (5,5, 6)
(6, 4) (6,4,4) | (6,4,5) | (6,4, 6)

Para a soma dos trés dados ser 15, a soma dos dois primeiros

(3,6) (3,6,5) | (3,6, 6) 1 dera ser-

.5) (4.5.5) 456 | valorespoderaser:

58) 545 Gag| 12012+3=15), 11 (11+4=15),10 (10+5=15) e 9 (9+6=15)

(6, 3) (6,3,5) | (6,3,6)

(2,6) (2,6,6) | Para a soma dos trés dados ser 16, a soma dos dois primeiros
:i'z; :: g g: valores podera ser:

i G 33| 12(12+4=16), 11 (11+5=16) e 10 (10+6-16) .
(6,2) (6,2, 6)

Temos 31 situacgoes possiveis que satisfazem a “Série Grande”.

Raciocinio analogo podemos fazer com as somas 5, 6 e 7, o que nos da, igualmente, 31 situagdes.

Ora, a Série Ases equivale a obter soma 3, o que acontece apenas num caso, (1, 1, 1).

Uma vez que se repete a jogada se nao sair nenhuma destas situagoes, concluimos que existem apenas 63
(81 + 81 +1) resultados validos neste jogo, o que se traduz em 63 resultados “possiveis”, em cada jogada.
Assim, a probabilidade de ganhar com a série Grande € igual a de ganhar com a Pequena, 31/63, e a
probabilidade de ganhar com a série Ases é 1/63. Verificamos, ainda, que a probabilidade de ganhar com
as Séries Grande ou Pequena é 31 vezes superior a de ganhar com a Série dos Ases; a probabilidade de
ganhar com a Série dos Ases € 62 vezes inferior a de ganhar com as outras duas séries juntas ( Grande ou
Pequena).

Boas férias.
No préximo ano letivo estaremos de volta!
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